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Non-Abelian Gauge theory

ここでは変換が時空間ごとに異なる場合について考えていく. つまりユニタリ変換が時空の関数と
して表される場合である.

U = U(x)

このとき φ†φはこの変換に対して不変である.なぜなら

φ†φ → (Uφ)
†
(Uφ)

= φ†U†Uφ

= φ†φ

しかし
∂µφ → ∂µ(Uφ) = ∂µUφ+ U∂µφ

= U
(
∂µφ+ U †∂µUφ

)
ゆえに ∂µφ

†∂µφはもはや不変ではなく, Dµ := ∂µ +U †∂µU として初めてDµφ
†Dµφが不変となる.

電磁気学での文脈で書くならば

Dµφ(x) = ∂µφ(x)− iAµ(x)φ(x) (1)

であって、上の変換で
Aµ → UAµU

† − i (∂µU)U † (2)

としてDµφ → UDµφなる変換となる.これは (1)を変換した時に (2)を代入しても得られるが、まず
はAµがどのように変換されるべきか知らないと思って示したい.まずはゲージ変換のもとAµ → A′

µ

と変換されたとして
Dµφ = ∂µφ− iAµφ

→ ∂µ(Uφ)− iA′
µ(Uφ)

= ∂µUφ+ U∂µφ− iA′
µUφ

この一番下の式が UDµφであればよいのだから

∂µUφ+ U∂µφ− iA′
µUφ = U∂µφ− iUAµφ

⇒− iA′
µU = −∂µU − iUAµ

⇒A′
µ = −i(∂µU)U † + UAµU

†

以上にて Aµ がどのように変換されるべきか示された.

ここでこの変換が十分に小さい場合を考える. ユニタリ行列 U はエルミート行列 T をつかって
U = eiθ

aTa と書けるのでった. ただし T aは su(N)の生成子であってN2 − 1個からなる.無限小変
換であるのだから一次近似にて

U = eiθ
aTa

∼ 1 + iθaT a
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であるのだから
Aµ → UAµU

† − i (∂µU)U†

= (1 + iθT )Aµ(1− iθT )− i {∂µ(1 + iθT )} (1− iθT )

= Aµ + iθ [T,Aµ] + ∂µθT (1− iθT )

= Aµ + iθ [T,Aµ] + ∂µθT

ただし 2次以上は無視しており、θaT a = θT と省略している.よって無限小変換に対して Aµ は
Aµ → Aµ + iθa [T a, Aµ] + ∂µθ

aT a

と変換されるのであるが、Lie代数の構造定数 f をもちいて
Aa

µ → Aa
µ − fabcθbAc

µ + ∂µθ
a

と表すことができる.構造定数とは、例えば su(2)の場合、トレースレスなエルミートの生成元とし
て以下の基底 (パウリ行列)

T ′ =

(
0 1
1 0

)
T 2 =

(
0 −i
i 0

)
T 3 =

(
1 0
0 −1

)
を選ぶことができる. これらの交換関係は量子力学で学んだように[

T 1, T 1
]
= 0

[
T 1, T 2

]
= 2iT 3

[
T 1, T 3

]
= −2iT 2[

T 2, T 1
]
= −2iT 3

[
T 2, T 2

]
= 0

[
T 2, T 3

]
= 2iT 1[

T 3, T 1
]
= 2iT 2

[
T 3, T 2

]
= −2iT 1

[
T 3, T 3

]
= 0

この関係と、構造定数の定義 [
T a, T b

]
= i

∑
fabcT c

より生成子を適当に規格化すれば、完全反対象テンソル fabc = εabc となる. よって改めて su(2)の
とき

Aa
µ → Aa

µ − εabcθbAc
µ + ∂µθ

a

と書くことができる.これはまさにクロス積を意味するのであるが、それは Lie以下の非自明な Lie
代数の同型による.

su(2) ∼= o(3)

su(2)の構造は 3次元の無限小回転と等価ということである.

0.1 o(3)の随伴表現
o(3)の随伴表現の例を記載したい.まず直交 Lie代数の定義は

o(n) =
{
M ∈ M(n, c) | M t = −M

}
であり、括弧積で演算が閉じている. すなわち Lie代数をなす. n = 3のとき任意の元X は

X =

 0 x1 x2

−x1 0 x3

−x2 −x3 0


と 3つの反対称行列の線型結合で書くことができる.ここで o(3)の随伴表現とは X,Y ∈ o(3)に対
して

[X,Y ] = ad(X)Y

である表現である. これは具体的に求めることができる.ここではX,Y を以下

X =

 0 x1 x2

−x1 0 x3

−x2 −x3 0

 Y =

 0 y1 y2
−y1 0 y3
−y2 −y3 0
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のように書くと、この括弧積 [X,Y ]は

[X,Y ] =

 0 x3y2 − x2y3 x1y3 − x3y1
x2y3 − x3y2 0 x2y1 − x1y2
x3y1 − x1y3 x1y2 − x2y1 0


=

 0 x3 −x2

−x3 0 x1

x2 −x1 0

 y1
y2
y3


と書くことができる. よって随伴表現 ad(X)は

ad(x) =

 0 x3 −x2

−x3 0 x1

x2 −x1 0


と求めることができる.

1 場の力Fµνの導出
ゲージ変換に対して不変のラグランジアンは上で定義したDµ を用いて

L = (Dµφ)
†
(Dµφ)− V

(
φ†φ

)
であることが容易にわかる.これから簡単のため AM

µ ≡ −iAP
µ として Dµ = ∂µ + Aµ を用いていき

たい.

今から行いたいのは Fµν の導出である.まず表記として以下を定義する.

A = Aµdx
µ A2 = AµAνdx

µ ∧ dxν

ただしウェッジ積は
dxµ ∧ dxν = −dxν ∧ dxµ

前に書いたように Aの Gauge変換は

A → UAU † + UdU †

とすればよかったのであった.この意味は定義で書いたように

=
(
UAµU

† + U∂µU
†) dxµ

である.これより dAは

dA → dUAU † + UdAU † − UAdU † + dUdU † (3)

と変換される.さてここで気をつけなければならない点が 2点ある.一つは
d2U† = ∂µ∂νU

†dxµ ∧ dxν

= −∂µ∂νU
†dxν ∧ dxµ

= −∂v∂µU
†dxν ∧ dxµ

= −∂µ∂νU
†dxµ ∧ dxν

ゆえに
d2U † = 0
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もう一つは以下の計算の過程
d(UAU †) = ∂µ

(
UAνU

†) dxµ ∧ dxν

=
(
∂µUAνU

† + U∂µAνU
† + UAν∂µU

†) dxµ ∧ dxν

の第三項の添字の順番が入れ替わってしまっていることである.これは正しく並び替えようとすると
符号が現れる.実際

(3rd) = UAν∂µU
†dxµ ∧ dxν

= −UAν∂µU
†dxν ∧ dxµ

= −UAµ∂νU
†dxµ ∧ dxν

= −UAdU †

よって式 (3)の三項に符号が現れるのである.また A2 は

A2 →
(
UAU † + UdU †)2

= UA2U† + UAdU † + UdU †UAU † + UdU †UdU †

ここで
U †U = 1 ⇒ d

(
U†U

)
= 0

⇒ dU †U = −U †dU

にて
A2 → UA2U† + UAdU † − dUAU † − dUdU † (4)

と最終的に Gauge変換される.さてここで式 (3),(4)を足してみると驚くべき簡潔さで
A2 + dA → U

(
A2 + dA

)
U† (5)

と変換されることがわかる.つまり A2 + dAは Gauge変換で不変でないものの、いい感じに変換さ
れることを意味する.これに対してトレースをとればトレースの巡回性より Gauge不変となること
がわかる.

tr
(
A2 + dA

)
→ tr

(
U
(
A2 + dA

)
U†)

= tr
(
A2 + dA

) (6)

ここでもう少し馴染みのある形に変形したい.ウェッジ積の定義のもと
A2 + dA = (AµAν + ∂µAν) dx

µ ∧ dxν

=
1

2
([Aµ, Aν ] + ∂µAν − ∂νAµ) dx

µ ∧ dxν

≡ 1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν

これより目的であった
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] (7)

を得る.ここで Fµν を Lie代数で分解する.

Fµν = F a
µνT

a

この aは Lie代数の生成元の個数だけ和を取ることを意味し,T a は Lie代数の生成元である.上にも
書いたよう su(n)であれば n2 − 1個の和である.これによって構造定数を用いて簡潔に書くことが
でき

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + fabcAb

µA
c
ν (8)

となる. 特に su(2)の場合 o(3)と同型であることから、クロス積が生じる.

F⃗µν = ∂µA⃗ν − ∂νA⃗µ + A⃗µ × A⃗ν (9)
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1.1 余談: A3などはどうなるのであろうか
以下に注意する.

dxσ ∧ dxµ ∧ dxν = −dxµ ∧ dxσ ∧ dxν

= dxµ ∧ dxν ∧ dxσ

= −dxν ∧ dxµ ∧ dxσ

(10)

A2 は
A2 → UA2U† + UAdU † − dUAU † − dUdU †

と変換されることから考える.まず最初の一項に対する微分作用は

d
(
UA2U †) = ∂σ

(
UAµAνU

†) dxσ ∧ dxµ ∧ dxν

=
(
∂σUAµAνU

† + U∂σAµAνU
† + UAµ∂σAνU

† +UAµAν∂σU
†) dxσ ∧ dxµ ∧ dxν

よって
d
(
UA2U †) = dUA2U† + UdAAU † − UAdAU † + UA2dU †

となる.第二項は
d
(
UAdU †) = dUAdU † + UdAdU †

第三項は
d
(
−dUAU †) = −d2UAU † + dUdAU † − dUAdU †

= dUdAU † − dUAdU †

そして第 4項は 0となる.よって� �
dA2 → dUA2U † + UdAAU † − UAdAU † + UA2dU † + UdAdU † + dUdAU †

A3 → UA3U † + UA2dU † + UAdU †UAU † + UAdU †UdU †

− dUdU †UAU † − dUdU †UdU † − dUdU †UAU † − dUdU †UdU †� �
これらより

A3 − dA2 → U
(
A3 − dA ·A+A · dA+AdU †UA

)
U† +O

(
d2
)

∼ U
(
A3 − dA ·A+A · dA+AdU †UA

)
U†

ここで
Cσµν ≡ AσAµAν − ∂σAµAν +Aσ∂µAν +Aσ∂µU

†UAν

= AσAµAν − ∂σAµAν +Aσ∂µAν +
1

2
Aσ

(
∂µU

†U − U †∂µU
)
Aµ

ただし 2番目の式変形には UU † = 1を用いている.A3 − dA2 以外にも良い Cσµν の構成方法はある
か. (追記中)

2 Anderson and Higgs mechanism

ここでは非可換Gauge理論から、普通のGauge理論に一旦戻ることにする.以下のように与えられ
ている Lagrangianを考える

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµφ)
†
(Dµφ) + µ2φ†φ− λ

(
φ†φ

)2
第 3項のスカラー場の質量項の符号が反転しているのは、以前学んだ自発的対称性のやぶれ (SSB)
が生じる系であることを意味しており、この不安定な状態から安定な状態へ移動した際に何が起こ
るかを考えていく. ここでスカラー場 φを以下のように距離と角度に分けて考える.

φ(x) = ρ(x)eiθ(x)
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これにたいする共変微分の作用は
Dµφ = (∂µ − ieAµ)φ

= (∂µ − ieAµ) ρe
iθ

= {∂µρ+ iρ (∂µθ − eAµ)} eiθ

よって
Dµφ

†Dµφ = (∂µρ)
2
+ ρ2 (∂µθ − eAµ)

2

= (∂µρ)
2
+ e2ρ2

(
Aµ − 1

e
∂µθ

)2

ここで Bµ を
Bµ ≡ Aµ − 1

e
∂µθ

と定義すると
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ

= ∂µBν − ∂νBµ

であって
L = (∂µρ)

2
+ µ2ρ2 − λρ4 + ρ2e2B2

µ − 1

4
FµνFµν

今ここでポテンシャルの安定点へ場をシフトする.

ρ(x) =
1√
2

(
µ√
λ
+ χ(x)

)
これによって

(∂µρ)
2
=

1

2
(∂µχ)

2

ρ2 =
1

2

(
µ2

λ
+ 2

µ√
λ
χ+ χ2

)
ρ4 =

1

4

(
µ4

λ2
+ 4

µ3

λ3/2
χ+ 6

µ2

λ
χ2 + 4

µ

λ1/2
χ3 + χ4

)
より代入して

L =
1

2
(∂µχ)

2
+

(
µ4

2λ
+

µ3

√
λ
χ+

µ2χ2

2

)
+

(
−µ4

4λ
− µ3

√
λ
χ− 3µ2

2
χ2 −

√
λµχ3 − λχ4

4

)
+

(
e2µ2

2λ
+

e2µ√
λ
χ+

e2χ2

2

)
B2

µ

− 1

4
FµνFµν

適当に整理して
L = −1

4
FµνFµν +

e2µ2

2λ
B2

µ +
1

2
(∂µχ)

2 − µ2χ2 +O
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これより自発的対称性のやぶれによって Bµ(Aµ), χ が massive な場となったことに対して、θ は
masslessの場になったことがわかる.以下念の為 B2

µ の項の計算

(
B2

µ term
)
=

e2µ2

2λ
B2

µ

=
e2µ2

2λ

(
Aµ − 1

e
∂µθ

)(
Aµ − 1

e
∂µθ

)
=

e2µ2

2λ

(
A2

µ − 2

e
Aµ∂

µθ +
1

e2
∂µθ∂

µθ

)
=

e2µ2

2λ
A2

µ − eµ2

λ
Aµ∂

µθ +
µ2

2λ
(∂µθ)

2

Maxwellの Lagrangianは
L = −1

4
FµνF

µ +
1

2
m2AµA

µ

であったが質量項がスカラー場とは符号が逆であることに注意する.

自発的対称性の破れによって masslessの Gauge場から (スカラー場を食べて)massiveの Gauge場
になったことは、非常に興味深いことである.

3 Appendix

個人的には 24個の生成元をもつ su(5)の構造に興味がある.もしくは su(7), su(11)など生成元が 24
の倍数になるもの.

4 課題
(1)ルート系の文脈で非可換ゲージ場を理解したい.
(2)物理的にどのような意味があるのか考察したい.
(3)大きい nで su(n)は部分代数として su(2), su(3)を含んでいる. つまりそのゲージ変換で不変な
Lagrangianは n = 2, 3を包括しているはずである. 大きな n特有の物理的な現象を考察したい.(そ
れは群そのものを考察することに等しく思えるが...)
(4)例外 Lie代数が作用するゲージ変換はなにか.一番小さいもので G2 があるが、その Lagrangian
はどのような物理を記述するか.
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Figure 1: G2
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