
以上にて示された.(解答終)
************************************************************

6 真空エネルギー
自由場における期待値

〈0|H|0〉 =
∫

dDx
1

2

〈
0
∣∣π2 + (∇ϕ)2 +m2ϕ2

∣∣ 0
〉

を計算したい.まずこれまで計算してきたように
〈0|ϕ(#x, t)ϕ(#x, t)|0〉 =

∫
dDk

(2π)D2ω

である.なぜなら
ϕ(#x, t)ϕ(#x, t) =

∫
dDkdDk′

ρkρk′
[a(#k)a(#k′)e−i(k+k′)x + a(#k)a†(#k′)e−i(k−k′)x + · · ·+ a†(#k)a†(#k′)ei(k−k′)x

]

であって、真空ブラケットを挟み込み
〈0|ϕ(#x, t)ϕ(#x, t)|0〉 =

∫
dDkdDk′

ρkρk′
δ(D)(#k − #k)e−i(k−k′)x

k′ で積分して
=

∫
dDk

(2π)D2ω

となる.これを用いて
〈0|H|0〉 = V

∫
dDk

(2π)D2ω

1

2

(
ω2 + #k2 +m2

)

= V

∫
dDk

(2π)D
1

2
!ω

敢えて !をあらわに書いたのは、調和振動子のエネルギーを示すためである.

7 Notes

生成消滅演算子の交換関係式から以下は容易に示せる.
〈
0
∣∣∣a4a3a†2a

†
1

∣∣∣ 0
〉
= δ23δ14 − δ24δ13

問! "
ϕを複素スカラー場とする.このとき

[
a(#k), a†

(−→
k′
)]

=
[
b(#k), b†

(−→
k′
)]

= δ(D)
(
#k −

−→
k′
)

[
a(#k), b

(
#k′
)]

=
[
a(#k), b†

(−→
k′
)]

= 0

を正準交換関係
[
π(#x, t),ϕ

(−→
x′ , t

)]
=

[
∂0ϕ

†(#x, t),ϕ
(−→
x′ , t

)]
= −iδ(D)

(−→
x′ − #x

)

から示せ.# $
(解答)
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フーリエ変換より
ϕ(#x, t) =

∫
dDk

ρk

[
a(#k)e−ikx + b†(#k)eikx

]

ϕ†(#x, t) =

∫
dDk

ρk

[
a†(#k)eikx + b(#k)e−ikx

]

π(#x, t) = i

∫
dDk

ρk
ω
[
a†(#k)eikx − b(#k)e−ikx

]

であったのだから
∂†ϕ(#x, t)

∂t
· ϕ(#x′, t) = i

∫
dDkdDk′

ρkρk′
ω
[
a†(#k)a(#k′)ei(kx−k′x) + a†(#k)b†(#k′)ei(kx+k′x′)

− b(#k)a(#k′)e−i(kx+k′x′)

−b(#k)b†
(−→
k′
)
e−i(kx−k′x′)

]

これより交換関係 [
π(#x, t),ϕ

(−→
x′ , t

)]は
∂ϕ†(#x, t)

∂t
ϕ
(−→
x′ , t

)
− ϕ(#x, t)

∂ϕ†
(−→
x′ , t

)

∂t
= i

∫
dDkddDk′

ρkρk′
ω
[[
a†(#k), a

(−→
k′
)]

ei(kx−k′x′)

+
[
a†(#k), b†

(−→
k′
)]

eikx+ik′x′

− [b(#k), a(#k′)]e−ikx−ik′x′

−
[
b(#k), b†

(−→
k′
)]

e−ikx+ik′x′
]

これがデルタ関数
−iδ(D)

(
#x−

−→
x′
)
= −i

∫
dDk

(2π)D
e
−ik

(
!x−

−→
x′

)

と等しいためには、生成消滅演算子が表題の関係を満たす場合に限る.以上にて示された.(解答終)
********************************************************************************

問! "
複素スカラー場のチャージ Qに対して

Qa†(#k)|0〉 = a†(#k)|0〉

が成立することを示せ# $
(解答)

Qa†|0〉 =
∫

dDk′
[
a†

(−→
k′
)
a
(−→
k′
)
− b†

(−→
k′
)
b(#k′)

]
a†(#k)|0〉

=

∫
dDk′a†

(−→
k′
)
δ(0)

(
#k − #k′

)
|0〉 −

∫
dDk′b†

(−→
k′
)
b(#k′)a†(#k)|0〉

ここで a, bは可換であることと、第一項については k′ で積分を行い
= a†(#k)|0〉

(解答終)
************************************************************************************
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問! "
以下を示せ.

〈
0
∣∣T

[
ϕ(x)ϕ†(y)

]∣∣ 0
〉
=

∫
dDk

(2π)D2ω

[
θ
(
x0 − y0

)
e−ik(x−y) + θ

(
y0 − x0

)
eik(x−y)

]

= iD(x− y)# $
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