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λ1, λ2, λ3

λ4, λ5, λ6
...
λ19, λ20, λ21



0 1 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0




0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0




0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


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

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0




0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0




0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 −1 0


Cartan部分代数は

Ĥ1, Ĥ2, Ĥ3 =



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0


可換な部分代数は同時対角化可能であり、対角化行列を P とすると

P =



0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1
i −i 0 0 0 0 0
0 0 0 i −i 0 0
0 0 0 0 0 i −i


2



である.これより Cartan部分代数の元は P−1Ĥ1P, P
−1Ĥ2P, P

−1Ĥ3P によって

H1,H2,H3 =



i 0 0 0 0 0 0
0 −i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 i 0 0 0
0 0 0 0 −i 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 i 0
0 0 0 0 0 0 −i


と対角化される.上で記載した Lie代数 o(7)の元も自己同型写像 λ̃i = P−1λiP によって

0 0 − 1
2 0 0 0 0

0 0 − 1
2 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0
0 0 − 1

2 0 0 0 0
0 0 − 1

2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 − 1

2 0 0 0 0
0 0 − 1

2 0 0 0 0




0 0 1
2 i 0 0 0 0

0 0 − 1
2 i 0 0 0 0

i −i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 i −i 0 0
0 0 1

2 i 0 0 0 0
0 0 − 1

2 i 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 i −i
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1

2 i 0 0 0 0
0 0 − 1

2 i 0 0 0 0




0 0 0 1
2

1
2 0 0

0 0 0 1
2

1
2 0 0

0 0 0 0 0 0 0
− 1

2 − 1
2 0 0 0 0 0

− 1
2 − 1

2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

− 1
2 − 1

2 0 0 0 0 0
− 1

2 − 1
2 0 0 0 0 0





i 0 0 0 0 0 0
0 −i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


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

0 0 0 1
2 i − 1

2 i 0 0
0 0 0 1

2 i − 1
2 i 0 0

0 0 0 0 0 0 0
1
2 i

1
2 i 0 0 0 0 0

− 1
2 i − 1

2 i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 1
2 i − 1

2 i
0 0 0 0 0 1

2 i − 1
2 i

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

1
2 i

1
2 i 0 0 0 0 0

− 1
2 i − 1

2 i 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

2
1
2

0 0 0 0 0 1
2

1
2

0 0 0 − 1
2 − 1

2 0 0
0 0 0 − 1

2 − 1
2 0 0




0 0 0 1
2 i

1
2 i 0 0

0 0 0 − 1
2 i − 1

2 i 0 0
0 0 0 0 0 0 0

1
2 i − 1

2 i 0 0 0 0 0
1
2 i − 1

2 i 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 i 0 0 0
0 0 0 0 −i 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

2 i − 1
2 i

0 0 0 0 0 1
2 i − 1

2 i
0 0 0 1

2 i
1
2 i 0 0

0 0 0 − 1
2 i − 1

2 i 0 0




0 0 0 0 0 1
2 i

1
2 i

0 0 0 0 0 − 1
2 i − 1

2 i
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

1
2 i − 1

2 i 0 0 0 0 0
1
2 i − 1

2 i 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

2 i
1
2 i

0 0 0 0 0 − 1
2 i − 1

2 i
0 0 0 1

2 i − 1
2 i 0 0

0 0 0 1
2 i − 1

2 i 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 i 0
0 0 0 0 0 0 −i





0 0 0 1
2 − 1

2 0 0
0 0 0 − 1

2
1
2 0 0

0 0 0 0 0 0 0
− 1

2
1
2 0 0 0 0 0

1
2 − 1

2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 1
2 − 1

2
0 0 0 0 0 − 1

2
1
2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

− 1
2

1
2 0 0 0 0 0

1
2 − 1

2 0 0 0 0 0





0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

2 − 1
2

0 0 0 0 0 − 1
2

1
2

0 0 0 − 1
2

1
2 0 0

0 0 0 1
2 − 1

2 0 0


この時同時固有ベクトル

Êα1 = λ̃5 − iλ̃8 + iλ̃11 − λ̃17 =



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

−2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


このルート α1± は

α1± = ±(i, i, 0)

また
Êα2 = −λ̃6 + iλ̃9 − iλ̃14 + λ̃18

α2 = (i, 0, i)

Êα3
= −λ̃10 + iλ̃13 − iλ̃15 + λ̃19

α3 = (0,−i,−i)
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Êα4 = λ̃2 + iλ̃5

α4 = (0, i, 0)

つまり

Êα2
=



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0


, Êα3

=



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0


よって同時固有ベクトルは以下となる.

Êα1
=



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

−2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


Êα2

=



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0


, Êα3

=



0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −2 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0



Êα4
=



0 0 i 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0 0

−i 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


このルート系で生成される群はW (B3)と同型

W (B3) ∼=

⟨ 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 ,

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

 ,

 1 0 0
0 1 0
0 0 −1

⟩
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Vectors (
1 −1 0

)(
0 0 1

)(
1 1 0

)(
0 0 −1

)(
−1 −1 0

)(
−1 1 0

)(
−1 0 1

)(
0 1 0

)(
−1 0 −1

)(
0 −1 0

)(
1 0 −1

)(
1 0 1

)(
0 1 −1

)(
1 0 0

)(
0 −1 1

)(
0 1 1

)(
−1 0 0

)(
0 −1 −1

)
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