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Abstract

Grassmann number を用いたプロパゲーターを計算するため、初等的なWickの定理の考察
にはじめ、Grassmann numberのWickの定理へ拡張を行う.

1 Introduction

2 Path Integral

3 Generalization of Gaussian integrals
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ただし 2,3行目の x, J はベクトル,Aは対称行列である.つまり tA = A.� �
(Proof)
他の全ては 2番目の適当な変形でえることができるので、2番目を示す.まず平方完成
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略記している.)その後変数変換 x→ x+A−1J をしてヤコビヤンは 1であるから∫ +∞
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と変形される.次に対称行列Aは直交行列 P を用いて対角化Q = P−1AP とできることを思いだす.
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t(Px)PAP−1(Px) として直交変換 x → Px = yをすれば、直交行列は det(P ) = 1である

からヤコビヤンも 1であり (直交行列は tP = P−1を満たす.)、対角行列Q = diag(λ1, λ2, ..., λN ) と
して
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これより Gauss積分を yi 事に行えるようになり
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ただし途中の変形で det(Q) = det
(
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= det(A) =
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が示されて、A→ −Aとして表題を得る.(証明終)

4 Generalized Gauss integrals for two-variable functions

Aを対称行列とする.このとき
Gaussian integrals� �
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であるから ∫
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る.(Q.E.D)

5 Grassmann numbers and their properties

スピノール場のためにグラスマン数を定義する. η, ξ がグラスマン数とは
ηξ = −ξη, η2 = ξ2 = 0

を満たすような代数であることである.またこれら積分は{ ∫
dη = 0∫
dηη = 1

なる性質をもっており、これらゆえさまざまな計算が簡潔に計算されていく.スピノール場の生成関
数は

Z =

∫
DψDψ̄ei

∫
d4xψ̄(i ̸∂−m+iε)ψ

= C ′ det(i ̸ ∂ −m+ iε)

= C ′e
1
2 trlog(∂2+m2)
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であってソースを加えれば

Z(η, η̄) =

∫
DψDψ̄ei

∫
d4x[ψ̄(i ̸∂−m)ψ+η̄ψ+ψ̄η]

であるが、これからWickの定理を考察をするために適宜離散化したモデルを用いることにしてい
く.上の η, η̄, ψ, ψ̄は全てグラスマン数である.

6 Discrete models of the Dirac field and Wick’s theorem

上で書いた連続的なスピノール場の生成関数を、離散化すると以下のようになる

Z(η, η̄) =

∫
DqDq̄e−2(q̄Aq+η̄q+q̄η)

対応は
Continuous Discreate
i ̸ ∂ −m+ iε → A

ψ → q
ψ̄ → q̄

であって Aは反対称行列である.まずWickの定理を使うためには、上の生成関数を Gauss積分に
よって具体的に求める必要があったことを思い出す.

Lemma� �
Denote ηi, η

′
i, ζi in G-number (i = 1, ..., n) and M is n× n matrix.

η′i =Mijηj + ζi

then
η′1 · · · η′n = det(M)η1 · · · ηn +O(ζ)� �

(Proof)
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
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. . .
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. . .
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
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. . .
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+

 ζ1 0
. . .
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
ここで行列式を取るのであるが、行列式を Taylor展開

f(x+ ε) =

∞∑
n=0

1

n!

∂nf(x)

∂xn

∣∣∣∣∣
x=0

· (x+ ε)n

して
η′1 · · · η′n = detMη1 · · · ηn +O(ζ)

以上にて示された.(Q.E.D)
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また以下のようにも示される.行列の右辺は
M11η1 + ζ1 M12η2 . . . M1nηn

M21η2 M22η2 + ζ2
...

...
. . .

...
Mn1ηn · · · Mnnηn + ζn


であるが、この行列式は

= (M1η1 + ζ1) (M22η2 + ζ2) · · · (Mnnηn + ζn) + · · ·
= detMη1 · · · ηn + ζ1M22η2M33η3 · · ·Mnnηn + · · ·

となり第 2項以降は ηi の個数は n個未満である.これより以下が成立する.

Lemma� �
Denote tA = −A, then and η, η̄ to be G-number.

η′i =Mijηj + ζi

then ∫
dη1 · · · dηnη′1 · · · η′n = detM

and
dη′ = (detM)−1dη� �

(Proof) ∫
dη1 · · · dηn (η′1 · · · η′n) =

∫
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=
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dη1 · · · dηn detMη1 · · · ηn
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同様に ∫
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′
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より
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となる.

Lemma� �∫
dηdη̄eMij η̄iηj = detM� �

(Proof)
変数変換 η′i =Mijηj として、上の補題より
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∫
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′
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(
1 + η̄′jηj + · · ·

)
= detM

∫
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以上にて示された.(Q.E.D)

System� �∫
dηdη̄e−η̄Aη = (−1)n detA� �

この系を用いて以下を得る.

Prop� �∫
DqDq̄e−(q̄Aq+η̄q+q̄η) = (−1)n(detA)eη̄A

−1η

� �
(Proof)
平方完成

q̄Aq + η̄q + q̄η =
(
q̄ + η̄A−1

)
A
(
q +A−1η

)
− η̄A−1η

ののちに q → q +A−1η, q̄ → q̄ +A−1η̄なるシフトを行う.これより∫
DqDq̄e−(q̄Aq+η̄q+q̄η) =

∫
DqDq̄e−(q̄Aq−η̄A

−1η)

= (−1)n detAeη̄A
−1η

以上にて示された.(Q.E.D)
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